CNC-Maroc 2007—Epreuve de math I : Corrigé
Par M.Taibi professeur en MP* a4 Rabat

Partie I
(1) L’application t + t* 'e™* est continue sur |0, +-oco[ pour tout réel x .

(a) Ona:t™ te™? ~, t*~! donc t — t* 'e™" est intégrable sur ]0, 1[ si, et seulement 1 — z < 1 soit z > 0.
t—0

- o L

tZ71 67t
t—+o0 t2

(b) On a aussi ), donc t — e~ est intégrable sur [1,4+-o0] .

1 7t 7te(zfl) In(t) 7tt9?(z)717

est continue sur |0, +o0[, et que pour tout t > 0, ’efttzfl| =e
t*~te™" est intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement si R(z) > 0 .

(2) L’applicationn ¢ — t*~
donc par la question 1°), 'application ¢ —

(3) Quelques formules utiles :

(a) Les applications ¢t + t* et t — e ' sont de classes C' sur ]0,+oco[ et que pour tout z € C tel que

R(z) > 0, on a : !eittz| = ¢ {RE-1 e 0. On applique alors une intégration par parties a l'intégrale
+oo
D(z+1)= [ tFe * 'dt:
0
+oo too “+oo
L(z+1)= [ tPe " ldt=[- e+ [ t*"te~tdt = 2T'(2) pour tout z tel que R(z) > 0
0 0

(b) Pour tout z € C tel que R(z) > 0 et tout p € N*, on a :

INz+p)=T((z+p—-1)+1)=(z—p —l)F(z—p—_ll). B
Dot [[ Tz 4+k) = [[(z=k—1)T(z—k—1) = T] (z = k) ] T(z — k) et par suite :
T(z+p) = [[(z=kI(2)
k=1

On prend z=a+1,on a: R(z) = R(a+1) = R(a) + 1 > 0 et par suite
p—1
Ta+1+p) =@+ [[(@+1+k) =T(a+1)(a+1)..(a+p)

k=1

+oo
(c) Pour tout z > 0, la fonction ¢ — t*~'e™* est continue et strictement positive, donc I'(z) = [ " ‘e *dt > 0.
0

(d) Par un simple calcul, on a I'(1) = 1 et par b) pour « =0, p =n, on a ::
T'(n+1) H

(4) Développement en série de I

(a) Soit z € C tel que R(z) >0, 0on a: I'(z j]01tZ17tdt+f1+ t*teTtdt
o (—1 x> (-1
Ecrivons e ' = 3 (=D" t", on a alors : t* " te7t = 3 uf“‘ !
n=0 n! n=0 n'
ARl (_1)71 z4+n—1 3 2 .
Si 'on pose fn(t) = -t pour ¢t €]0,1], on a : f, est intégrable sur ]0,1] pour tout entier na-
n!

1
turel n et que f]O,l] [fn(t)] dt < f]0 1] 711 dt = % et puisque la série > -] converge, il en résulte par le théoréme

d’intégration terme a terme que

1 +oo n 1 +oo n
1 - —1 _ —1 1
/ et dt = ( ,) / Ty =) ( ')
0 —_ ™ 0 — ™ o ztn
(b) Posons fn(z) = D" 1 our n € Net z€ CO\Z™
Y B

Pour n € N, la fonction f, est continue sur C\Z~ ( fraction rationnelle en z )
1 1

1 1
nln+z =~ nlln+Rz)|

pour tout z € C\Z™ et tout n € N, on a : |fn(2)]| = car [n+ R(z)| < |[n+ z|, donc

> fn(z) converge absolument et par suite Y. fn

converge simplement sur C\Z ™.

Soit K un compact inclu dans C\Z™, et « = d(Z7,K), on a a > 0 car Z~ fermé et K compact. On a alors
1



pour tout z € K, et tout n € N, |n+ 2| = d(—

n,z) = a, donc |fn(2)] <

11 11
nln+z ~ nla

Comme la série

1 . . _
> — converge, il en résulte que Y f, converge localement uniformément sur C\Z~, donc par le théoréme de
n!

+oo
continuité la fonction somme Y f,, est continue sur C\Z~
n=0

On peut aussi montrer que » > fn est continue en tout point zo de C\Z™ en effet : Comme C\Z~ est un

ouvert, on a pour tout zo € C\Z™, il existe r > 0 tel B(zo,7) C C\Z™,
et on termine comme avant .

(5) Soit 0 <a<bett>0,ona:t* ! =eleDn®

(a) Sit €]0,1],, alors In(t) < 0, donc (a — 1) In(t) >
271 > 271 | Soit max(t*~1,t*71) = ¢+

on prend alors le compact K = B(zo, «)

(b —1)In(t) et comme x— €% est croissante, on déduit que

Sit > 1, alors In(t) > 0, donc t~* < t*~ et par suite max(t* 1, t*71) = "7 1.

Conclusion finale : Pour tous 0 <a <bett>0,0ona:

a—1 b—1

max (61t <t 4t

(b) Pour ¢ €]0,1], on a d’aprés a) 0 < t”~ 1 < max(t*~*,+*~1)

=171 = max(¢t2 1, t*7 1)

de mémesit>1,ona:0<t""!g max(tz Db = 7! = max(¢t2 71, 7

En conclusion : 0 < t*~* < max(t*~*, ™) pour tout t €]0, +o0]

(c) La fonction f : (z,t) — t*"'e™". est continue sur R} x R%

L’application z +— t*7le™t = et VMO egt de classe C' sur RY et L f(z,t) = In(t)f(x,t) pour

tout (x,t) € R} x R}.
De plus pour tout compact K =

[In(t)| e~ max(t*~*, 7!
grable sur R? car vtp(t) =

VEE*T e In(t)| — 0. Pourt >

t—

[a,b] C RY et tout (z,t) € K xR}, on a :

: }%f(x,tﬂ < ln(t)| e " <

) < |In()| e (¢! + t°71) et que la fonction ¢ : ¢ — [In(t)] e H(t*F +t°71) est inté—
Lp(t) <@ 4t te " =

(" +t)e”

Donc par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, il en résulte que T est de classe C' sur 'ouvert R

et que

1_‘/ _ Foo d _ Foo z—1 —t
(z) = d—f(x, t)dt = In(¢)t* "e” "dt.
0 -z 0

2I'(z) pour tout « > 0, et comme I est continue en 1, on a lim,_ o+ I'(z +1) =

(d) Onal(z+1) =
1
I ~ —
(3:) z—0+ T
Partie II :
—+oo
A>0, aeR, Yo(z) = > an e
n=0

(1) ao # 0 et yq est solution sur |0, R[ de I’équation (F)) .

I'(1) =1, donc

L’application z — x* est de classe C* sur R} et que z — >, 7 janz" est de classe C* sur |0, R[ ( somme d’une
série entiére ), donc y, est de classe C™ sur }O R] (produit de fonctions de classes C™ ).

Par calculs : yh(z) = az®™?! Za "+ z® Zna " = Z(a—!—n)a ot

+n— l)anxo‘+" =0

n=0 n=1 n=0
yl(@) = 5 (a+n)(a+n—Daa™+?
Donc " -
Yo est solution sur 0, R[ de (F\) < Vx €]0,R[, —(x®4+ \) 2_:0 anz® "
+ 3 (@t mana™ + 5 (ot n)(a
& vado, Rl .
i (n+a)® = A)anz®t" =32 an—2z*t™ =0
& Voo, R

8

((n+a)? = 2Aanz"
:o
On fait tendre x vers 07 obtenir o® — A% = 0 car ag # 0 et puis ((a+ 1)
2
)an = an—2..

(2) a =\, ap # 0 et yx est solution sur |0, R[ de (F)) .

3

Zan 2z =0 car x* # 0

—A?)a1 = 0 et une recurrence ((a+n) —\
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(a) Ona:yr(z) = anz™™ =2 Y anz™ On sait que (1) (A4 n)? — A?)an = an—2 pour tout n > 2

0 n=0
Puisque . (A 4+ 1)> =A% # 0, on a a; = 0 et par la relation (1), on a : azpy1 = 0 pour tout p € N
1 p p 1 p
.et — _ tout N*. D = 5 — =
et azp ()\+2p) )\2(12(p 1) pour tout p € onc k];[l Aok ];[ Dok — %2 kl;[lag(k 1)

p 1 — P 1
11 e dL oot 0 = 1 (00
. h2 2 PRREN td 1 —
Mais (A+2k)” = A? = 42k +4k* = 4k(A + k), dot [T Or2k2— 2
1 (A+1)

22rpl TN +p+ 1)
En conclusion :

1
LAk + k) 4pp

e

li[ _

ao F()\ + 1)
Y N =
p S ,  QA2p 22pp! 1—\()\ _|_p + 1)
agp:c2p azp o 1 22

(b) Pourz >0,o0ona: — 0, donc le rayon de convergence R

- ag(p_l) = ()\ + 2p)2 + )\2 p—+oo

a2<p71>x2(17—1)

est infini .
(c) On suppose a2 T'(A +1) = 1.
“+oo
Ona: Vr>0, w(z) = 3 agpe?™

p=0
o t© go F()\+ 1) 2p+A
- ;0 2opl T+ p+ 1)
—+oo ao ()\+1) E 2p+>\2>\

o=0 D! F()\+p+1)(2)
“+oo
1 L (2)210+A car ap2*T(A 4+ 1) = 1.

= Z - -
=0 P! T(A+p+1)
Equivalent au voisinage de 0 :
D’aprés les propriétés des séries entiéres, on a :

il;(f)% 1
Sp! T +p+1)°2" oot T(A+1)

Donc
1 T

,)A

() ~. T(A+1) 3

(3) On suppose ici que 2\ ¢ N .

(a) D’apres la question 1 et 2) la fonction y_» est aussi solution sur R} de (F) .

(b) Montrons (yx,y—x) est un systéme fondamental de solutions sur R} de (F)) .
Soit (a, B) € R? tel que ayx + By_» = 0.
()™M ona:yr(z) — Oety_r(z) — oo,

Ty
S Tor D2 @ sy e S
donc si 'on suppose a # 0, alors en faisant tendre x vers 0, on aboutit & une contradiction.
On conclut que a = 0 et puis 8 = 0, donc les solutions yx et y_x sont linéairement indépendantes .
(F)) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients continus et sans second membre, son
ensemble de solutions est donc un espace vectoriel réel de dimension deux. En conséquence : ( yx,y—x) est un
systéme fondamental de solutions de (F)) et que toute solution sur R* de (Fy) est de la forme :

Comme yx () L Ty

y=ayr+Py-r ot «a,BER
Partie III.
A- Etude de (Fp) :

Pour z > 0,0n a: yx(z) = n;O (21);!)2
1) .
p

p P p
(a) Pour tout entier k > 1: kl;[l azk(a) = H I o7 Qk) H ag(p—1) » donc asp(ar) = 1;[ CESE

Or ao(a) =1, d’ou la formule cherchee

%P .

1

a + 2k)? ao()-

p
1
azp(a) = H m pour tout p > 1.
k=1
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p
(b) D’apreés les notations de I’enoncé, pour tout p € N, on a: agp(a) = exp( Yy In(

1

(a+2k)2)) -

-:1 k=1
P
2k)), donc : ay,(a) = — kzz:l magp(a) et puis a’2,(0) = -2 Z agp( )
1
= - —azp(0
= k 217( )
= —Hp.a2(0)
O 0 T — L i d
T a2p( )_ kl;ll (2k)2 22p(p!)2 - (zpp') , donc
1\2
/7
bp = az,(0) = (2TI"> Hy

Calcul du rayon de convergence Ry :

On ab, . In(p) = of

) car H,

1 1
(27p!)? 2vp!

est infini :
Ry, =

Pour tout p € N*, on a :  (2p)?b, + 4paz,(0) —(2p)%as

Mais (2p)?a2,(0) = as(,—1)(0), donc :
(2p)°bp + 4pazy(0) —a2p(0)Hp + 4pazy(0)

1
*a2(p—1>(0)Hp71*];a2(p71>(0) + 4pazy(0)

=0

bp—1
D’ou le résultat demandé .

L’application x — yo(z) In(z) est de classe C*°
tout > 0, on a :

z0(z) = yo(z) In(z) + Z bpz ™

=1
) 1 o _
2(x) = ;yo(x) + In(z).y(x) + 2 Zl pbpx? !

e

1 2 o
20 (2) = =z u0(@) + Tyo(@) +In(w).y6 (@) +2 3 p(2p — 1)bpa?P ™2
=

0 (z) +wzp(w) — (2% + 0)z0()

sur R} ( Opérations ), donc zo est de classe C*°

—yo(z) + 2zyo(z) + In(x).

~ In(p), donc le rayon de convergence de la série entiére » bpa®

»(0) + 4pa,(0)
a2y (0) (—(2p)*Hp + 4p)

sur R} . Pour

?yg(x) + Y 2p(2p — 1)bpx™®

p=1

+yo(z) + In(z).zys(z) + 3 bp2pz®®

—a? In(z)yo(x) —

p 1

Z bp x2PT?

En tenant compte du fait que yo est solution sur ]R+ de (Fp) et de la questlon précédente, il vient :

2. 11

22l (z 2wy(x) + 3 bp(2p)2a? —

p=1

Z 4pazp(0)
p=1

() + w20 (2) — (2° + 0)20 ()

Z by p2pt2

p=1

o o0
z%P + pr(Qp)Qa:Qp — 3 bpa?Pt?
=1 p=1

oo
> bp71$2p
p=1

car zy,(x) = Z 2p asp(0)z?P
p=1
= b0132 =0
Ce qui permet de conclure .
(3) Comme yo(zx) ~. ﬁ(%) =1, hm Z bpz®® =0 et lim In(z) = —oo, on a :
z—0

z—0t

o)

In(z).

ceci permet de prouver ( comme a la question II 3.b) que les solutions yo et zo sur R} de (Fp) sont linéairement
indépendantes .et avec les mémes raisons que dans 111.3b), toute solution de (Fp) est de la forme :

Yy = ayo+ Bzo ol «, B sont des constantes réelles arbitraires .
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B- Etude de (F}) :

1) -
P N 1 4 P P 1 p
tout . : S =[] — 1) et
(a) Pour tout p € N*, on a : czp(cx) @t 297 = 1C2(p—1) » donc kl;[l car(a) ,E @ 2h =1 k];[l Co(k—1) et par
. L 1
suite czp(a) = ;11 mca(a)-

et comme co(a) = 1, on déduite que :

r 1
cop(a) = y (at2k2—1

P
(b) Pour tout p € N*, d, = %czp(l). Comme c,(a) = exp(— > In((a + 2k)*> — 1), on a : chy(a) =

k=1
P 2(a+ 2k) _
EIW p(CM).DOll
—Z 2(1 + 2k) l_pI 1 2 2(1+2k)1£[ 1
B 1 (14 2k)2 —lk_(a+2k) -1 & 4k(L+k) 52 (1+2k)2 —
v 1 P 12 1 11 1
Or,g(uzk)?— H4k(1+k) ﬁgk(wk)_?p;!(pﬂ)! ’
et
2(14+2k) 1 1 1 1.1 1 1.1 1
TR TIN T =577 =5+ 77)
4k(k+1) Tk k(k+D) k 2k k+1’ 2k k+1
donc Z 2(1( + ]3 = $(Hp + Hpy1 — 1). D’ott le résultat demandé :
dp = L H, + H, 1
p—m( p+ Hpy1 —1)
(¢) On a:
dy= — Y M 4 H -1 = = _eH, 4 1) ~ L), done
P T Qmriplp 1) P T et T eriplp+ )P prl poeo 220 pl(p+ 1)1 P CORCTE

rayon de convergence demandé :

Rg = +o0

(a) On a: Pour tout p € N*, ((1+2p)* — 1) dp + 2(1 4 2p)cap(1) = dp—1 . En effet :
par dérivation de I'identité cap(cr) ((1+2p)® — 1) = ca(p—1)(@), on a: chy () ((a + 2p)* — 1) +2(a+2p)cap (@) =

ClZ(pfl)(a)
Pour a =1,0n a:

dp((1+2p)* = 1) + 2(1 + 2p)ez, (1) = dps

(b) Tl est clair que les fonctions y1 et © — > dpz*PT! sont de classe C*° sur R} et par dérivation on obtient pout
p=1
tout z > 0:
4, 2 o _
Pl (e) + o () - (14 (@) = o <2yi(m) In(@) + S34(2) ~ 91(x) + 5 2p(2p+ Dy )
p=1
/ 2 &
o (m(x) In(@) + 2y1(a) + 3 (2p+ 1>dpx2p>
p=1
~(1+2%) (201(@) In(a) + 3 dpa?
p=0
= 2In(z) (2] (2) +ayi(z) — (1 + 2%y (2)) + dayi(2)
+ 20 (2p+ 1)dpa T — (14+2%) 3 dpa® ™
p=0 p=0
Comme y; est xsolution sur R% de (Fi), on a : 2%y{(z) + zyi(z) — (1 + 2¥)yi(z) = 0 et donc
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au (@) + aui(z) — (L+2)u(x) = dayi(e)+ 3 (2p+1)*dpa™ ™ — (1 +2%) 3 dpa™™!

p=0 p=0
= > DS (2p 4 1) - )dyatt
p=0 p=0
_ i dpl-Q(P+1)+1 , do=0
p=0
R 1 4@2p+1)1 _2pt1
a pgo plp+ e 2 "
S —
=cap(1)
+ X @2p+ 1) = Ddpa®*t = 3 gz
p=0 p=1
o0
= 5 200+ Dew() + (@ + 1) = Dy — dpo1)a™H 420
p=
=0
= 2

On déduit alors que u; est bien solution sur R} de (Ey) .

(a) On pose ui(z) = L4 3 epxP ! avec R = Rev( Y epxP™h) > 0.
x

p=1 p>1

Sur J0,R[, on a : z*uf(x) + zui(z) — (1 + 2P)ui(x) — 20 = 2° <f+ i(p—l)(p—Q)epwPQ) +

p=1
—eo )
T <x2 + z::

(p— 1)epxp2> —2z=> (p(p—1)ep —ep—2)xP ™' — (o +2)x — €1 = 0. comme dans la question
p=0

p=1
ep = -2

.err, o0 déduit : e1 =0 , ce qui permet de conclure par une récurrence que : Vp € N,
Vp = 3, p(p - 2)617 —ep-1=0

€0
22rpl(p + 1)! = —2¢9,(1)

eapt1 =0 et ezp =
de (El)

(b) (F1) est une équation différentielle linéaire sans second membre associée & (E1) et comme z; et u; sont solutions
sur RY de (E1), il en résulte que z1 — u; est solution sur R} de (F) .

car eg = —2 et par suite R est infini et que u; est solution sur R}

(4) Comme dans la question....., en étudiant le comportement des solutions z; et y; au voisinage de 0", on déduit que
Y1, z1) est systéme fondamental de solutions sur R% de (F}), donc toute solution sur R’ de (F1) est de la forme :
+ +
y:x+— ayi(x) + Bz1(x) ot a et B sont des constantes réelles arbitraires .
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